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Abstract : Let A be an abelian variety of dimension g > l defined over a number field K. We 
study the size of the torsion group A{F)tors where F/K is a finite extension and more precisely 
we study the best possible exponent 7 in the inequahty Card{A(F)tors) <C [F : K]'' when F is any 
finite extension of K. In the CM case we give an exact formula for the exponent 7 in terms of the 
characters of the Mumford-Tate group — a torus in this case — and discuss briefly the gênerai case. 

Finally we give an application of the main resuit in direction of a généralisation of the Manin- 
Mumford conjecture. 



Résumé : Soit A une variété abélienne de dimension 5 > 1 définie sur un corps de nombres K. 
On étudie la taille du groupe de torsion A(i^)tors où F/K est une extension finie, et on étudie plus 
précisément le meilleur exposant possible 7 dans l'inégalité Card(A(F)tors) ^ [F : K]'^ quand 
F parcourt les extensions finies de K. Dans le cas CM, nous donnons une formule exacte pour 
l'exposant 7 en fonction des caractères du groupe de Mumford-Tate — un tore dans ce cas — et nous 
donnons une brève discussion dans le cas général. 

Enfin nous donnons une application du résultat principal en direction d'une généralisation de la 
conjecture de Manin-Mumford. 



classification : IIGIO, 11G15, 14K15, 11F80 



1 Introduction et résultats 

Soient K un corps de nombres ei A/K une variété abélienne sur K de dimension g > 1. Le 
classique théorème de Mordell-Weil assure que le groupe A{K) des points K-rationnels de A est 
de type fini. Un problème naturel qui se pose alors est de comprendre le sous-groupe de torsion 
A{K)tors- Dans le cas oià A est une courbe elliptique (définie) sur Q, Mazur [5] a classifié les groupes 
de torsion possibles. Ceci étant, ce problème semble tout à fait hors de portée dans le cas général 
et un sous-problème plus raisonnable consiste à essayer de comprendre le cardinal de ^(-?4r)tors 
lorsque A et K varient. Il y a essentiellement deux approches possibles pour ce problème : soit l'on 
fixe le corps de nombres K et l'on s'intéresse à la variation du cardinal lorsque A décrit les variétés 
abéliennes sur K de dimension g fixée. Dans cette direction citons le célèbre résultat de Merel [TU] : 
si E est une courbe elliptique sur un corps de nombres K, le cardinal de E{K)tois est borné par 
une constante ne dépendant que du degré de K sur Q. Parent [Ï6] a rendu efi'ectif le résultat de 
Merel, obtenant une borne doublement exponentielle en le degré [iiT : Q]. En dimension supérieure 
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essentiellement rien n'est connu concernant ce problème connu sous le nom de conjecture de borne 
uniforme. La seconde approche possible concernant le cardinal de A{K)toTs consiste à fixer une 
variété abélienne A définie sur un corps de nombres Kq et à faire varier K parmi les extensions 
finies de Kq ; l'objectif étant cette fois-ci d'obtenir une borne par une constante C{A/Ko, [K : Kq]) 
avec une dépendance explicite (la meilleure possible) en le degré [K : Kq] (ou, ce qui revient au 
même en le degré [K : Q]). Concernant ce second problème, Masser [7] et [8] a montré dans le 
cas général que la dépendance est polynomiale en [K : Q]. La question naturelle qui se pose est 
alors de savoir quel est le plus petit exposant ^(A) possible dans cette borne polynomiale. Nous 
donnons dans cet article une réponse à cette question dans le cas des variétés abéliennes CM. De 
plus indépendamment de son intérêt propre, l'obtention d'une borne meilleure que celle de Masser 
a des conséquences concrètes concernant des problèmes de géométrie diophantienne {cf. théorème 
11.211 ci-dessous) . 

Soit A/K une variété abélienne de dimension g > l sur un corps de nombres K. On utilise la 
notation ^ pour dire à une constante près ne dépendant que de A/ K et on pose 

7(A) = inf {x > I \^F/K finie, |A(F)tors| « [F : AT} ■ 



Dans le cas général, la meilleure estimation de ce nombre est due à Masser [7] et [8]. 



Théorème 1.1 (Masser) On a j{A) < g. 



Dans le cas des courbes elliptiques de type CM, le résultat de Masser est optimal. On peut se 
demander ce qu'il en est en dimension supérieure. Pour cela nous avons besoin de rappeler la 
notion de groupe de Mumford-Tate d'une variété abélienne A/K sur un corps de nombres. 

Fixons désormais un plongement K C C et notons K une clôture algébrique de K dans C. Soit A/K 
une variété abélienne. On note V = H^(A(C), Q) le premier groupe de cohomologie singulière de la 
variété analytique complexe A{C). C'est un Q-espace vectoriel de dimension 2g. Il est naturellement 
muni d'une structure de Hodge de type {(1,0), (0, 1)}, c'est-à-dire d'une décomposition sur C de 
Vc := V (8)Q C donnée par Vc = V^'^ © V^'^ telle que — V^^^ où ~ désigne la conjugaison 
complexe. On note /i : Gm,c ~^ Ghvc le cocaractère tel que pour tout z € C^, /i(z) agit par 
multiplication par z sur V^'^ et agit trivialement sur V'^'^. On définit le groupe de Mumford-Tate 
en suivant [17 . 

Définition 1.2 Le groupe de Mumford-Tate MT{A)/Q de A est le plus petit Q-sous- groupe 
algébrique G de GLy (vu comme Q-schéma en groupes) tel que, après extension des scalaires à 
C, le cocaractère ^ se factorise à travers Gc ■= G xq C. 

Nous faisons au paragraphe [2] des rappels concernant le groupe de Mumford-Tate, dans le cas 
général et plus spécifiquement dans le cas CM. 

Dans le cas des variétés abéliennes simples de type CM, Ribet a donné une minoration de j{A). 
Précisément, en notant w(n) le nombre de facteurs premiers de l'entier n et A[n] l'ensemble des 
points de A{K) d'ordre divisant n, Ribet [25] montre que 

Théorème 1.3 (Ribet) Si A/K est une variété abélienne de type CM, alors, il existe deux 
constantes strictement positives Ci et C2 ne dépendant que de A et K telles que : pour tout entier 
n>l, 

r<^(n) . [K{A[n]) : K] ^(„) 

où d ~ dimMT(yl). De plus si A est géométriquement simple on a d > 2 + log2 g. 

Comme corollaire du théorème ll.3[ on obtient immédiatement, dans le cas oii A/K est une variété 
abélienne de type CM, l'inégalité 

2dimyl . . 

^ dhi^MT(Â) 
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Nous montrons plus généralement que cette minoration reste valable pour toute variété abélienne 
sur un corps de nombres. C'est l'objet du théorème suivant, prouvé au paragraphe [31 



Théorème 1.4 Soit A/K une variété abélienne quelconque de dimension g. On a 
où d est la dimension du groupe de Mumford-Tate de A. 

Définition 1.5 On dit qu'une variété abélienne A/K est sans facteur carré si elle est isogène sur 
K k un produit Jlj=i avec les Ai simples et deux à deux non isogènes. 

Rappelons la notion de groupe des caractères d'un tore algébrique sur un corps k [i.e. d'un groupe 

^dim C 

■m,k 



algébrique G/k isomorphe sur k au groupe multiplicatif C^"^*^). 



Définition 1.6 Soit T/fc un tore algébrique sur un corps k. On note k la clôture séparable de k. 
On appelle groupe des caractères de T et on note X*[T) le groupe 



X*(r) = Hom^^rpG„,^ 
On définit de même le groupe des cocaractères de T et on note X*(T) le groupe 

X,(r)=Hom^((G,„.^,r^' 



Dans les deux cas précédents et dans la suite, Hom^ désigne le groupes des homomorphismes entre 
groupes algébriques sur k. On note X*{T) ® Q le Q-espace vectoriel déduit de X*{T). 

Nous pouvons maintenant en venir au résultat principal de cet article : l'obtention d'une va- 
leur exacte pour j{A) dans le cas où A/K est une variété abélienne de type CM, sans facteur 
carré. De fait, le cas oii A est géométriquement simple est déjà suffisant dans les applications 
{cf. par exemple le théorème 11.211 ci-dessous) et la proposition 13. Il du paragraphe [3] montre qu'il 
est facile d'obtenir un encadrement de "f{A) en fonction des facteurs 7(^4) correspondant aux 
facteurs géométriquement simples Ai de A. Néanmoins la preuve étant valable sans complication 
supplémentaire dans le cas (légèrement) plus général des variétés abéliennes de type CM sans 
facteur carré nous énonçons notre résultat dans ce cadre. 

Si A/K est de type CM sans facteur carré, on note T son groupe de Mumford-Tate : c'est un tore 
algébrique sur Q {cf. le sous-paragraphe \2.'2\i . On note 

I = {Xl, ■ ■ ■,X2g} 

l'ensemble des caractères diagonalisant (sur Q) l'action de T sur l'espace vectoriel Vq de dimension 
2g donné par V = H^{A{C), Q) ■ L'hypothèse sans facteur carré est faite pour assurer que les Xi 
sont deux à deux distincts. 

Définition 1.7 Soit A/K de type CM sans facteur carré. Soit W un sous-espace vectoriel sur Q 
de X*{T) ® Q. On pose 

n{W) ^\lnW\^ Card ({^ G {1, ... , 25}! x^ £ W}) . 

Définition 1.8 On définit un invariant a{A) comme suit : 

f n{W) 

a{A) — sup < I W sous-Q-espace vectoriel non nul de X*{T) (X> 

dim Vv 

Remarque 1.9 On voit sur la définition que le nombre a{A) ne dépend que des caractères 
Xl, • . • ,X2g- En particulier, étant donnée une variété abélienne de type CM, i.e. étant donné un 
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type CM le nombre q:{A) est calculable explicitement et algorithmiquement. De fait il est clair 
que si l'on note Ws — Vect(S') pour tout sous-ensemble S de /, alors 



ct\A) — max — 



dim Ws 



le max portant sur la collection finie des sous-ensembles S de /. Ceci se calcule en déterminant les 
relations entre les différents caractères x G ^■ 

Avec ces notations, suivant une stratégie suggérée par Serre, notre résultat principal est le suivant : 
Théorème 1.10 Soit AjK une variété abélienne sans facteur carré, de type CM. On a 



Remarque 1.11 Notons quelque chose qui n'était pas évident a priori sur la définition de ^{A) : 
dans le cas de type CM sans facteur carré, l'exposant j{A) est un nombre rationnel (puisqu'il est 
clair sur la définition que a{A) l'est, avec un numérateur compris entre 2 et 2g et un dénominateur 
compris entre 1 et dimT). 

Par ailleurs ce résultat est d'autant plus intéressant qu'il est possible de calculer une bonne ma- 
joration de a{A) en fonction de g voire dans certains cas particuliers de calculer sa valeur exacte 
en fonction de g et d = dim T. 



Théorème 1.12 Soit A/ K une variété abélienne sans facteur carré, de type CM, de dimension 
g>l. On a 

où l'on a noté log2 le logarithme en hase 2. 



En conséquence de nos théorèmes 11.101 et 11.121 nous obtenons : 



Corollaire 1.13 Soit A/K une variété abélienne de type CM de dimension g > 1, sans facteur 
carré. On a 



log2(5)' 

où l'on a noté log2 le logarithme en base 2. 



Remarque 1.14 On sait {cf. par exemple [3] theorem 1.0) que pour tout g de la forme 2", 
avec n > 2, il existe une variété abélienne CM simple telle que la dimension de son groupe de 
Mumford-Tate est précisément 2 -|- log2(g). En utilisant le théorème [Ql ceci prouve que la borne 
du corollaire précédent sur j{A) est optimale en général. 

On voit ainsi que dès lors que la dimension de la variété abélienne est strictement supérieure à 1, 
ceci rafi&ne le résultat de Masser (dans le cas de type CM) : 



Corollaire 1.15 Soit A/K une variété abélienne sans facteur carré, de type CM et de dimension 
g >2. Alors, 



7(A) < g. 
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Passons maintenant aux cas particuliers dans lesquels on peut calculer explicitement la constante 
a{A) et donc 7(^4). On introduit pour cela une définition : 

Définition 1.16 On dit qu'une variété abélienne A de type CM, de dimension g est de type non 
dégénéré si la dimension du groupe de Mumford-Tate T de A est g + 1. 

Remarque 1.17 Soit A une variété abélienne quelconque de dimension g, de groupe de Mumford- 
Tate de dimension d. On sait que d < g + 1. Par ailleurs si A est géométriquement simple de type 
CM, alors Ribet [25] a montré que 

2 + log2(5) <d. 

De plus un autre résultat de Ribet {cf. ^6] Theorem 2) dit que si A est une variété abélienne 
géométriquement simple de type CM et de dimension un entier g premier, alors A est de type non 
dégénéré. 



Proposition 1.18 Soit A/K une variété abélienne géométriquement simple, de type CM, de di- 
mension g. Si le type de A est non dégénéré ou si g est inférieur ou égal à 7, alors 

OÙ d est la dimension du groupe de Mumford-Tate de A. 



Enfin il y a également un dernier cas oii l'on sait calculer la valeur de ^{A) : si A est une courbe 
elliptique sans multiplication complexe. Dans ce cas on connaît le groupe de Mumford-Tate de A, 
c'est le groupe algébrique GL2 sur Q. 



Proposition 1.19 Si E/K est une courbe elliptique sans multiplication complexe, alors 

liE) = \. 

Remarquons que dans ce dernier cas on a ^ = ^ et on trouve encore l'égalité ^{A) — Ainsi 
au vu des deux propositions I1.18l et ll.l9l précédentes et au vu de notre théorème ll.41 on est tenté 
de poser la question suivante : 

Question 1 : si A/if est une variété abélienne géométriquement simple et n > 1, a-t-on 

2n dim A 



7(A") 



dimMT(A) 



En plus des résultats précédents, cet énoncé se ramène aisément au cas 011 n — 1 : on vérifie dans 
le lemme [2Tl et le corollaire l3.2l que 



Vn > 1 7(A") = n-f{A) et MT(A") ~ MT{A). 

Ceci étant, un travail en cours semble suggérer que cet énoncé sera faux en général (pour une 
variété abélienne quelconque) ; le bon énoncé dans le cas général semblant plutôt être le suivant : 

Question 2 : si A/K est une variété abélienne isogène au produit n[=i ^i'' ^'^^^ 
géométriquement simples et deux à deux non isogènes sur Q, a-t-on 

2dimn^r^r" 



0,^/c{i,...,r} dimMT(n,e/ A») 

Si A est de la forme A" on retombe sur la première question. Notons que déjà dans le cas des 
variétés abéliennes de type CM, il serait très intéressant de savoir répondre à ces questions : 
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affirmativement ou en donnant un contre-exemple. Un autre test intéressant serait le cas d'un 
produit i?"^ X i?2^ avec Ei,E2 deux courbes elliptiques quelconques et ni,7i2 deux entiers. 

Pour conclure cette introduction nous donnons un exemple d'application des théorèmes ll.lOl et ll.121 
concernant une récente conjecture généralisant les conjectures de Manin-Mumford et de Mordell- 
Lang : 

Soient A/Q une variété abélienne (définie) sur Q, X/Q une courbe irréductible de ^4 et r un entier 
positif ou nul. Suivant Bombieri, Masser et Zannier [1 dans le cas de GJ^ et Rémond f23| dans le 
cas des variétés abéliennes, on s'intéresse au problème suivant : on considère l'ensemble 

:= U G(Q) 

codim G>r 

OÙ l'union porte sur les sous-groupes algébriques non nécessairement connexes de A de codimension 
au moins r. A quelles conditions sur r et sur X peut-on garantir que l'ensemble X{(J) H est 
fini? C'est essentiellement à ce problème qu'est consacré l'article de Rémond. Notons que dans 
le cas le plus faible possible, si r = dim A, on retombe sur un problème du type Manin-Mumford 
(théorème de Raynaud |21j). Si A est une puissance d'une courbe elliptique, on peut voir que 
X(Q) n A^^l est infini, donc on doit nécessairement prendre r > 2. De manière indépendante, 
Zilber ([JD] Conjecture 2) pour les variétés semi-abéliennes et Pink ([TH] Conjecture 1.3) pour les 
variétés de Shimura mixtes, ont formulé une conjecture qui, dans le cas des courbes incluses dans 
une variété abélienne sur Q se spécialise en la suivante : 

Conjecture 1.1 (Zilber-Pink, cas particulier) Soient A/Q une variété abélienne et X/Q une 
courbe dans A irréductible. Si X n'est pas contenue dans un sous-groupe algébrique strict de A, 
alors l'ensemble X{Q) D A^^l est fini. 

Rémond [23j a montré que la conjecture précédente est vraie si une très bonne minoration (conjec- 
turale) des points d'ordre infini de A est vraie : il s'agit d'une conjecture de David généralisant 
le problème de Lehmer. Par ailleurs dans le cas des variétés abéliennes de type CM, Rémond [53] 
obtient un résultat inconditionnel, mais sensiblement plus faible que la coniecture ll.il : soit A une 
variété abélienne de type CM, isogène au produit YViLi ^o^-^ '^^^ variétés abéliennes 

simples de dimension respective gi, deux à deux non isogènes. 

Théorème 1.20 (Rémond) |23| Soient A/Q une variété abélienne de type CM et X/Q une 
courbe dans A qui n'est pas incluse dans un translaté de sous-variété abélienne stricte de A, alors 
X(Q) n est fini. 

Comme nous l'expliquons dans [22], en suivant la stratégie de Rémond (et Bombieri-Masser- 
Zannier), en utilisant notre corollaire 11.131 ci-dessus concernant la borne sur les points de torsion 
pour les variétés abéliennes de type CM, ainsi qu'un résultat de minoration de hauteur faisant 
l'objet de l'article séparé [H], nous améliorons ce théorème et obtenons un résultat optimal dans 
le cas d'une puissance d'une variété abélienne simple de type CM : 

Théorème 1.21 ([22j) La conjecture \1.1\ est vraie si A est une puissance d'une variété abélienne 
de type CM, simple de dimension quelconque. 

Ceci généralise au cas d'une puissance d'une variété abélienne de type CM simple de dimension 
quelconque le résultat de Viada [35] et Rémond- Viada ([23] théorème 1.7), valable pour une puis- 
sance d'une courbe elliptique à multiplication complexe. On peut même donner un résultat un peu 
plus général en fonction des exposants j{Ai) correspondant aux différents facteurs simples de A : 
voir pour cela la remarque 1.5. de l'article [22] . 
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Plan de l'article : nous faisons au paragraphe [5] les rappels nécessaires concernant le groupe de 
Mumford-Tate MT{A), dans le cas général et plus spécifiquement dans le cas CM. Nous donnons 
également le lien entre la représentation naturelle p : MT(^) GLy et les représentations £- 
adiques correspondant à l'action de Ga\{K / K) sur les points de torsion d'ordre une puissance de 
i lorsque i décrit l'ensemble des nombres premiers. Nous donnons au paragraphe [3] une preuve 
de la minoration de 7 (A) annoncée dans le théorème 11.41 Ensuite nous donnons au paragraphe 
m une preuve du théorème 11.121 Les paragraphes El [6] et [7] sont consacrés à la preuve du résultat 
principal. Nous prouvons tout d'abord au paragraphe[5]rinégalité ^{A) > a{A) : la preuve est plus 
simple et contient déjà une grande partie des idées utilisées dans la preuve de la seconde inégalité. 
Nous discutons plus avant de la stratégie concernant la seconde inégalité à la fin du paragraphe 
[SJ Enfin on s'intéresse aux cas particuliers correspondant aux propositions 11.181 et 11.191 dans le 
dernier paragraphe. 
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du théorème ll.lOl est en effet basée sur une stratégie qu'il a eu la gentillesse de m'expliquer. Je tiens 
également à remercier le rapporteur pour son travail qui a permis d'améliorer considérablement 
la rédaction de cet article. Enfin je tiens à remercier Marc Hindry pour l'aide précieuse qu'il m'a 
apportée : sans lui cet article n'aurait sans doute pas été achevé. 



2 Rappels sur le groupe de Mumford-Tate et sur les tores 
algébriques 

2.1 Groupe et conjecture de Mumford-Tate 

Concernant les groupes de Mumford-Tate MT(A) la définition a été rappelée dans l'introduction. 

Lemme 2.1 Soit A/K une variété ahélienne sur un corps de nombres K plongé dans C. Soit 
n > 1 un entier. On a 

MT(v4") ~ MT{A). 

Démonstration : On commence par remarquer que iî^(A"(C),Q) ~ 7ï'^(A(C), Q)®". Posons V = 
H^{A{C),Q). Vu la définition du groupe de Mumford-Tate, on voit que l'on obtient le résultat en 
plongeant diagonalement GLy dans GLyS" . □ 

Rappelons maintenant la célèbre conjecture de Mumford-Tate. Notons A/K une variété abélienne 
quelconque de dimension g > l, définie sur un corps de nombres K que l'on suppose plongé dans 
C. Notons également MT(A) le groupe de Mumford-Tate correspondant. 

Définition 2.2 Notons Ti{A) le module de Tate et Vg := Ti{A) Q^. Soit £ un premier et 
Pi : Gal{K/K) Aut(T^(A)) C GL{Vi) la représentation ^-adique associée à l'action de Galois 
sur les points de £°°-torsion de A. On définit Gi comme étant l'adhérence de Zariski de l'image 
Gi de pi dans le groupe algébrique GLy^ ~ GL2g,Qj . C'est un groupe algébrique sur Q; dont on 

notera G^ la composante neutre (composante connexe de l'identité). 

Les théorèmes de comparaison entre cohomologie étale et cohomologie classique {cf. ^3] XI) d'une 
part, et la comparaison entre le premier groupe de cohomologie étale et le module de Tate {cf. [llj 
15.1 (a)) d'autre part donnent pour tout premier £ l'isomorphisme canonique : 

Nous fixons une fois pour toute dans la suite un tel isomorphisme. Ceci permet de comparer 
MT{A) XqQietG^ : 

Conjecture 2.1 (Mumford-Tate) Pour tout £ premier, on a Gi' — MT(A) Xq Q^. 
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Définition 2.3 Notons p : MT(^) '-^ GLy la représentation naturelle du groupe de Mumford- 
Tate. 



Un certain nombre de cas particuliers, ainsi que de résultats en direction de la conjecture précédente 
sont connus. Nous renvoyons à la référence 17J pour une discussion détaillée de ces résultats. 
Disons simplement ici que cette conjecture est un théorème pour les variétés abéliennes de type 
CM (travaux de Shimura-Taniyama ^34]) ainsi que pour les courbes elliptiques sans multiplication 
complexe (Serre |27]V De manière générale on sait par les travaux de Borovoï 3J, Deligne [5] Exp 
I, 2.9, 2.11, et Pjateckiï-Sapiro [TÏÏj qu'une inclusion est toujours vraie : 

Théorème 2.4 Pour tout l •premier, Ge c MT(^) Xn Vif- 

Par ailleurs, on a le résultat suivant, dû à Shimura-Taniyama |34j dans le cas de type CM et dû à 
Serre [30] 2.2.3. {cf. également [29]), dans le cas général. 

Théorème 2.5 L'application 

e : Gal(K/K) G'e{Qi) G'e{Qi)/G^ (Qe) 
est continue surjective, de noyau indépendant de l pour tout premier £. 

Ainsi, le noyau de e est un sous-groupe d'indice fini de Gal{K / K) donc il existe une extension 
finie K' /K telle que Ga\.{K' / K') C kere. Dit autrement, les deux théorèmes précédents donnent 
le lien entre la représentation p et les représentations £-adiques pi pour tout premier l : quitte 
à remplacer au départ K par une extension K' finie ne dépendant que de A (ce que nous ferons 
dans la suite), on a pour tout premier (. la factorisation 

pt : Gay(K/K) ^ WT{A){Qt) ^ GLy(Q,) ~ GL(y,). 
Enfin dans deux cas particuliers déjà mentionnés précédemment, on peut encore préciser les choses : 

Théorème 2.6 (Serre) Soit A/K une variété abélienne de type CM ou une courbe elliptique 
sans multiplication complexe. Pour tout £ premier on a 

Ge = Im{pi) C MT{A){Zi), 

cette inclusion étant de conoyau fini, borné indépendamment de £. 

Démonstration : Dans le cas des variétés abéliennes de type CM cela découle du théorème 1 p. 11-26 
de fST]. Dans le cas des courbes elliptiques sans multiplication complexe il s'agit du théorème 3 p. 
299 de [27]. □ 

2.2 Groupe de Mumford-Tate des variétés abéliennes de type CM 

Intéressons-nous maintenant plus particulièrement au cas des variétés abéliennes de type CM. 
Nous suivons pour cela la référence [H] p. 108-110. Commençons par le cas d'une variété géométri- 
quement simple de type CM de dimension g. Soit E le corps CM de la variété abélienne A. 
Rappelons que l'on a noté dans l'introduction V = H^{A{C), <Q) le premier groupe de cohomologie 
singulière de la variété analytique complexe A(C). C'est un Q-espace vectoriel de dimension 2g. 
Il est naturellement muni d'une structure de Hodge de type {(1, 0), (0, 1)}, c'est-à-dire d'une 
décomposition sur C de Vc := ^ CSiq C donnée par Vc = V^'^ ® V°--^ telle que V°'^ = V^'^ où ~ 
désigne la conjugaison complexe. Mieux, suivant [M] équation (3) p. 108 on a la décomposition 



^1.0 ^ yl.O 



erg* 
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où $ est un type CM, i.e. un ensemble de plongements a : E '-^ C tel que 

$ U ¥ = Hom(S, C) et $n$ = 0. 

Notons Te ~ Res^/QG^^B le tore correspondant au corps CM E. Si cr est l'un des plongements de 
E dans Q, alors cr s'étend en un morphisme E^(^Q ^ Q et définit donc un caractère [a] G X*{Te). 
Une base du groupe des caractères X*{Te) est donnée par la famille {[a] \ a : E ^ C}. Par 
définition MT(yl) est le plus petit sous-groupe algébrique sur Q de GLy contenant l'image de 

a 

les Ci G X*(Tb) étant les cocaractères duaux des [ai] £ X*{Te) avec {ai, . . . , ag} = $. En effet, fi 
n'est rien d'autre que l'homomorphisme défini par la même notation dans l'introduction et donné 
sur les complexes par : fie : Gm,c ^ Ghy^ tel que pour tout z G C^, fi{z) agit par multiplication 
par z sur V^''^ et agit trivialement sur V'^'^. Le groupe MT(^) est inclus dans Te, c'est donc un 
sous-tore algébrique : on le note désormais T pour simplifier les notations. De plus par définition 
fi est un cocaractère de T. On note /i' son cocaractère conjugué (donné par /i' = J2i=g+i ^i)- Le 
groupe des caractères X*{T) de T est un quotient de X*{Te). On note xii • • ■ :X2g les images 
dans X*{T) des caractères [cri], . . . , [a2g] de X*{Te). 

Ce qui précède s'applique de même dans le cas d'une variété abélienne sans facteur carré de type 
CM, à condition de remplacer le corps CM E par le produit de corps CM Y[i Ei et en remplaçant 
le tore Te par le tore Te^ ■ On suppose désormais que A est de type CM sans facteur carré. 

Définition 2.7 Étant donné un tore T sur un corps k de clôture séparable k, notons ( , ) 
l'accouplement donné par 

X*{T) X X,{T) ^ Z, {x, y) ^ {x, y) := deg(a; o y). 

Proposition 2.8 En étendant les scalaires à Q, les images de afji, a décrivant Gal(Q/Q), en- 
gendrent 7^. Par ailleurs, pour tout entier i compris entre 1 et 2g on a 

(X*,M + A«'> = 1 et {x^,fl) G {0,1}. 

Démonstration : Par construction du groupe de Mumford-Tate (cf. par exemple [17^ Fact 5.9) on 
sait que les images de a/x, a décrivant Gal(Q/<Q), engendrent 7^, ceci étant précisément la première 
assertion de la proposition. La seconde découle directement des définitions et de la discussion 
précédant l'énoncé de la proposition. □ 

2.3 Tores algébriques 

Nous rappelons ici quelques résultats et notations sur les tores algébriques. 

Proposition 2.9 Soient k un corps de clôture séparable k etTi, T2 deux tores algébriques (définis) 
sur k. Alors, Ti et T2 sont isogènes sur k si et seulement si les Q-espaces vectoriels de caractères 
X*{Ti) 1^ Q et X*(T2) ® Q sont isomorphes en tant que Galik / k) -modules. 

Démonstration : C'est la proposition 1.3.2. de [15] . □ 

Notations Soit T un tore et X*{T) son groupe de caractères. On se donne un sous-tore Ti de T 
et un sous- Z- module libre Xi de X*{T). On note alors 

Xi^^fjkerx, et T^^ = {x G X*(r) | Ti C kerx} . 
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Proposition 2.10 Avec les notations précédentes, on a 

X*{T/Ti) ~ Ti^, et X*{Ti) ~ X*{T)/T^. 

De plus, on a 

{Xt)^=X^, et {Tt)^=T,. 

Démonstration : C'est la proposition 1.1.1. de [15] . □ 

Le résultat suivant est dû à Ribet. Nous introduisons pour cela une nouvelle notation : 

Notation Soient i un nombre premier, IK une extension finie de Q, contenue dans Q^, X/K un 
tore algébrique et X un modèle sur Or. Si n est un entier strictement positif, on note 

X (Z/F'Z) := X{'Li,)/X{l + rzi). 



Théorème 2.11 (Ribet) Soient £ un nombre premier, K une extension finie de Q, contenue 
dans Qi, X/K. un tore algébrique de dimension v et n un entier strictement positif. Il existe deux 
constantes C et C strictement positives, ne dépendant que de X/K telles que 

cT" > x(z/rz) > cr". 

Démonstration : Il s'agit du théorème (2.5) de Ribet [25j . Précisément, Ribet montre cet énoncé 
avec K = Q mais sa preuve vaut dans le cas énoncé ci-dessus. □ 

3 Un encadrement et une minoration de ^{A) 

3.1 Un encadrement de 7 (A) 

On donne ici un encadrement élémentaire de l'exposant 7 pour un produit de variétés abéliennes. 



Proposition 3.1 Soient r > 2 un entier et Ai,. . . ,Ar des variétés abéliennes sur un corps de 
nombres K. Soient ni, . . . , > 1 des entiers. On a 



max 



Démonstration : Cela découle immédiatement de ce que si F/K est une extension finie et P = 
(Pi, . . . , Pm) est un point de Ai x ... x Am{F), alors P est de torsion si et seulement si tous les Pi 
le sont. Explicitons par exemple la preuve de l'inégalité de gauche : soit S un sous-ensemble non 
vide de {1, ... , r}. On a 



On en déduit 



< 



< 



Ceci prouve la première inégalité. La seconde se démontre de la même façon. 



□ 
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Corollaire 3.2 Soient A/K une variété ahélienne sur un corps de nombres K et n > 1 un entier. 
On a 

7(A")=n7(A). 

De plus si A est isogène (sur K) au produit ni=i étant deux à deux non isogènes, on a 

max \ max ni^{Ai), ( min 71^)7 TT A, } < -f{A) < nij{Ai). 
L - - - - \î=i / ) i=i 

Ceci montre que pour avoir un encadrement de 7(^4) dans le cas général, il suffit de savoir calculer 
7 (A) pour les variétés abéliennes A/K sans facteur carré. Notons toutefois que l'encadrement 
donné dans le corollaire peut tout de même être très large. Ceci se voit par exemple en considérant 
les deux variétés abéliennes Ai ^ Ei x E^" et A2 — n"=i -^i ^ -^0 " ^'-'^^ "^"^^ courbes 

elliptiques CM deux à deux non isogènes définies sur un corps de nombres K et 011 ng et ni 
sont deux entiers strictement positifs tels que uq > 2(ni + 1). En admettant les résultats de 
l'introduction (précisément le corollaire 11. 13p . l'encadrement précédent donne dans ces deux cas 

n-o < 7(^1) < uo + l et no < 7(^2) < no + ni. 
3.2 Minoration de j{A) 

Comme annoncé on étend ici l'inégalité ([T]) de l'introduction au cas d'une variété abélienne quel- 
conque. 

Proposition 3.3 Soit A/K une variété ahélienne quelconque avec K un corps de nombres plongé 
dans C. On a 

2dimA 
' - dimMT(yl) 

où MT(A) est le groupe de Mumford-Tate de A. 

Démonstration : On se donne un premier £, un entier strictement positif n tels que {£, n) ^ (2, 1) 
et le groupe H — A[£^]. On veut montrer que 

^2gn ^ > c{A/K)[K{H) : K]^ 

où g ~ dim A, d = dimMT(A) et c{A/K) est une constante ne dépendant que de A/K. Pour cela 
on introduit les voisinages de l'identité suivants de GL2g(Z^) : 

VneN, K:={a;eGL2g(Z^)/a; = Idmodr}, et Ci^G^nK- 

On vérifie immédiatement que pour tout entier n positif, Gn/Gn+i et Vn/Vn+i sont des F^-espaces 
vectoriels, oii l'on a noté le corps à £ éléments. Par ailleurs, on a les inclusions de groupes (c'est 
pour que la première inclusion soit vraie que l'on a fait l'hypothèse sur le couple {£,n)) : 

Gn/Gn+l ^ Gn+l/Gn+2, et Gn/Gn+l ^ Vn/Vn+l, 

la première inclusion étant définie par l'élévation à la puissance £ et la seconde étant induite par 
l'application a; 1— >• De plus, Vn/Vn+i s'injecte dans l'espace tangent de GL2g(Ff) en l'identité. 
Notons 

dn — dim^j Gn/Gn+l- 

La suite {dn)neN est croissante et stationnaire à partir d'un certain rang no. On note sa limite. 
Le groupe Gno est limite profinie des groupes Gno/Gno+k- Dans ces conditions on peut montrer 
que le groupe Gno est homéomorphe à 11^°^ . En particulier on en déduit que 



doo < dimGf < dimMT(A) 
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la dernière inégalité résultant du théorème 12.41 On a ainsi : 

n-l 

[K{H) : K] = \G,IG„\ - |G,:/G.+i| < P"'-' < T"^. 
On conclut en élevant ceci à la puissance □ 

4 Majoration de l'exposant a{A) : le théorème 11.121 

Soient K un corps de nombres et A/K une variété abélienne de type CM, sans facteur carré et 
de dimension g. Nous utiliserons dans la suite les notations du paragraphe 12.21 Notamment on 
note xi, . . . , X2g les caractères de T diagonalisant l'action de T sur Vq. L'hypothèse faite sur A, à 
savoir qu'elle est sans facteur carré, entraîne en particulier que les caractères Xi sont deux à deux 
distincts. Suivant une idée de Ribet et Lenstra (cf. [25] p. 87), on peut en fait montrer mieux. Les 
caractères Xi sont dans X*{T) qui est un Z-module libre de rang fini. Etant donné un nombre 
premier £, nous dirons que deux caractères coïncident modulo £ s'ils coïncident dans le quotient 
X*{T)/iX*{T). 

Lemme 4.1 Les caractères Xi sont deux à deux distincts modulo 2. 

Démonstration : Soient i et j deux entiers tels que Xi = Xj mod 2. Montrons que Xi = Xj- P^-r 
proposition 12.81 on sait que en étendant les scalaires à Q, les images de ct/z, a décrivant Gal(Q/Q), 
engendrent 7^. Ainsi pour montrer que deux caractères coïncident, il suffit de montrer que 

VaeGal(Q/Q), (x»-x„aM) = 0. 

Oï' iXi ~ Xjj o"^^/^) = ixï ~ Xj: m)- De plus pour tout a et pour tout x ^ x" ^ I- D'autre part 
si deux caractères s^t coïncident modulo 2, alors s"^ = mod 2. Il suffit donc de montrer que si 
Xi — Xj rnod 2 alors (xi — Xji m) = 0- Or par la proposition 1 2 . 81 on sait que (xi, /i) £ {0, 1}, et de 
même pour j. On en déduit donc que {xi — Xjj m) 6 O7 !}• conclut en remarquant qu'un 
nombre dans cet ensemble vaut zéro modulo 2 si et seulement s'il est nul. □ 

Remarque 4.2 La même preuve montre plus généralement que les Xi sont deux à deux distincts 
modulo t pour tout nombre premier i. 

Corollaire 4.3 Soit W un sous-Q-espace vectoriel non nul de X*(T)'S)(J. En utilisant la notation 
n{W) ^\lnW\ on a 

n{W) < 2^™^-!. 

Démonstration : Quitte à renuméroter, soient xi, • ■ ■ , Xn{W) les n{W) éléments de / dans W. Ils 
engendrent dans X*{T) un Z-module libre X de rang inférieur à dimVF. En réduisant modulo 2, 
on voit que X/2X est un Z/2Z-espace vectoriel de dimension majorée par dimIF et qui contient 
les Xi; ■ • ■ jXn(w): oij X désigne le caractère x modulo 2. Par le lemme [Ôl précédent les Xi sont 
deux à deux distincts. Par ailleurs, la proposition 12.81 indique que si x G alors {x, l^ + m') = 1- 
Donc pour tout entier i compris entre 1 et n(W), les Xi sont contenus dans l'hyperplan affine 
^1 = {x I (Xj + = 1} de W. En réduisant modulo 2, on conclut par cardinalité. □ 

Corollaire 4.4 On a 

a{A) < 



2 + log2 9 

où log2 désigne le logarithme en base 2. 

Démonstration : Soit W un sous-Q-espace vectoriel non nul de X*{T) (g) Q. Il s'agit de montrer 
dim'w — 2+iog g ' découpc la prcuve en deux morceaux : 

1. Si dim W <2 + logj g, alors la croissance de la fonction x i-^ permet de conclure. 

2. Sinon on majore naïvement n(W) par 2g ce qui permet encore de conclure. □ 
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5 Le théorème 11.101 : l'inégalité a{A) < ^{A) 



Avant de prouver l'inégalité qui nous intéresse le plus, à savoir une majoration de l'exposant 
7(j4), nous commençons par montrer dans ce paragraphe que la borne donnée par a{A) est 
nécessairement optimale : on a a{A) < 7 (A). La preuve de ceci correspond à un cas particu- 
lier plus simple de la preuve de l'inégalité réciproque. Certaines idées intervenant sous forme 
moins technique, il nous semble instructif de détailler ici les choses, en espérant rendre ainsi plus 
accessible la preuve de la seconde inégalité. 

Rappelons brièvement les notations que nous utiliserons ici et dans la suite ; A/K est une variété 
abélienne de dimension g, de type CM, sans facteur carré sur un corps de nombres K. Son groupe 
de Mumford-Tate est noté T : c'est un tore algébrique sur Q. Pour tout premier £ nous notons 
Vi = T£{A) (8) <Qe le module de Tate : c'est un Q^-espace vectoriel de dimension 2g. Enfin nous 
notons, comme dans la définition l2.11 Ge l'image dans Aut{Tg{A)) ~ GL2g(Z^) de la représentation 
^-adique pi. 

Soit W un sous-espace vectoriel non nul de X*{T) Q réalisant le sup a{A). Soit £ un nombre 
premier totalement décomposé dans le produit de corps CM correspondant à A, de sorte que 
l'action de T sur est décomposée : les caractères xi, ■ ■ ■ , X2g diagonalisant l'action sont rationnels 
sur Qf. Quitte à renuméroter et à extraire une base, on a : 

W = VectQ(xi, . . ■,Xdimw), 

les XI7 • ■ • j XdimH' formant une base de W. L'espace vectoriel W étant fixé dans la suite nous 
noterons également 

i/ = J Q G A[£] IQ^Yl e ' 

l ieiw ) 

où Iw — {i ^ [1, 2.g] I Xi G W} est de cardinal n{W) et {Pi, . . . , P2g} est la base du F^-espace 
vectoriel A[£] de dimension 2g, dans laquelle la représentation se diagonalise. 

Posons L = K{H). On a par définition de H : 

|A(i)tors| > -r(^). 

Nous voulons montrer que ^"(^) ^ [L : K]"'^^'' = [L : K] dii, w ^ oit ^ signifie "supérieur à, à 
une constante multplicative près indépendante de t\ En simplifiant par n{W) nous voulons donc 
montrer que [L : K] <^ ^'^™ ^ . Nous allons en fait montrer mieux : nous allons voir que 

^dimw [L:K]. 

Posons 

GH = {te T{Ze) I Vi G V X^{t) = 1 mod £} . 

On a 



Notamment ceci montre que 



= {t(EGe\ Vi G Iw Xi{t) = 1 mod £} 
= {(j eGi\yieIw a{P,) = P,} 
= {a G Gf I (T|H = Id} . 



[L:K] = 



G, 



Ge. n Gh 

Or le théorème 12.61 dit que l'inclusion Gg ^ T{'Le) est de conoyau de cardinal majoré par une 
constante Ci indépendante de £. On en déduit que l'inclusion de GijGi DGh dans T{Ze)/GH est 
également de conoyau majoré indépendamment de £. Notamment 

r(z,) 



[L : K] X 



Gh 
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On voudrait maintenant conclure en appliquant le théorème 12 . 1 11 de Ribet. Pour cela il nous reste 
à interpréter le quotient 



r(it) 

Gh 



comme le cardinal de TiÇZ/iZ) où Ti est un tore algébrique à 
déterminer. Si Ti est de dimension dimTy on aura alors le résultat attendu : 

[L : K] X = ^dimH/_ 

Notons X* le sous-Z-niodule de X*{T) engendré par les Xi pour i g Iw et posons 

tW^X*^^ Pi kery et Ti=r/T'^^\ 



n kerx 



On a une isogénie r - T(i) X Ti. Ces groupes algébriques sont définis sur par construction, 
mais étant définis par les caractères Xi, ils sont également définis sur une extension finie de Q. 
Autrement dit, ils sont définis sur une extension finie K de Q, contenue dans Q^. Donc l'isogénie 
est une isogénie sur K. De plus cette extension K/Q est une sous-extension de corps de 

définition des x S /. Il n'y a donc qu'un nombre fini de telles extensions K lorsque £ varie (parmi 
les premiers totalement décomposés comme indiqué au début du paragraphe). 

De plus X*{Ti) = X* [T/X*^) ~ X* et Ti est de dimension dimM^. Par construction de T^^), 
on a : 



T(Z,) 



Gh 



Ti(Z,) 



{t e Ti{Ze) I Vx e X* x{t) - 1 mod £} 



Suivant les notations de Ribet on a donc 









Gh 







dim W 



X £dimTi 



Suivant la même idée nous allons dans la suite prouver l'inégalité 'y (A) < a{A). On commence pour 
cela par montrer qu'il suffit de savoir montrer l'inégalité Gard (H) <^ [K{H) : K]"^"^'> pour tout 
sous-groupe fini H de stable par Gal{K/K) et pour tout premier i : c'est la réduction au cas 

^-adique. Ensuite la preuve suit ce qui vient d'être fait précédemment : on commence par découper 
le groupe H selon les morceaux irréductibles de la représentation du groupe de Mumford-Tate dans 
Gh{Q£). Il reste ensuite une dernière étape consistant à recomposer astucieusement ces morceaux 
de sorte à pouvoir estimer le degré de l'extension des morceaux recomposés en fonction de la 
taille des morceaux. Là encore le degré des extensions qui interviendront s'interprétera comme le 
cardinal des points d'ordre une puissance de £ d'un tore algébrique, fabriqué par le même principe 
que ci-dessus. Dans la dernière étape, il y a deux complications qui se présentent par rapport au cas 
traité ci-dessus. D'une part le groupe H n'est plus de type {£,...,£): les morceaux intervenant vont 
donc avoir des poids distincts ce qui complique la partie combinatoire ; d'autre part les caractères 
n'ont aucune raison d'être définis dans , il faudra donc les grouper par paquets. Afin de rendre 
plus lisible la preuve nous traiterons pour cette dernière étape tout d'abord le cas où les caractères 
sont définis sur Qi {i.e. Ti décomposé sur Qi) : il s'agit du paragaphe 17.21 Le cas général avec 
groupement par paquets n'induit essentiellement pas de difficulté supplémentaire autre que de 
notation. La preuve est faite au paragraphe 17.31 



6 Le théorème 11.101 : réduction au cas £-adique 

Nous allons maintenant montrer la seconde inégalité 

7(A) < a{A). (2) 

Quitte à augmenter K, on peut supposer (et on le fait) que tous les endomorphismes de A sont 
définis sur K et que A/K a bonne réduction en toute place (ceci car d'après Serre- Tate [32] une 
variété abélienne de type CM a potentiellement bonne réduction en toute place). Ceci va nous 
permettre de nous ramener comme dans Ribet [25] au cas -^-adique. Nous rappelons avant cela un 
résultat classique concernant les variétés abéliennes de type CM : 
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Lemme 6.1 Soit A/K une variété abélienne de type CM sur un corps de nombres K. Quitte à 
remplacer K par une extension finie K' ne dépendant que de A, on a : pour tout ensemble S de 
points de torsion de A{K), l'extension K{S)/K est abélienne. 

Démonstration : Il sufRt de montrer que Ators engendre une extension abélienne sur K . Pour vérifier 
ceci il suffit de traiter le cas d'une variété abélienne simple de type CM et de montrer que pour 
tout entier n > 1 et tout premier ^ > 2, l'extension K{A[P^])/K est abélienne (on prend ensuite 
le compositum). Ceci revient à voir que l'image de pt : Gsi\{K / K) k\ii{Ti[A)) C Aut(V^) 
est commutative. Or ceci est vrai : c'est le corollaire 2 p. 502 de [32]. □ 



Proposition 6.2 Pour démontrer l'inégalité il suffit de montrer que : il existe une constante 
strictement positive C{A/K) ne dépendant que de A/K telle que pour tout nombre premier £ et 
tout sous-groupe fini H de A[£°°], stable par Gb1(K / K) , on a 

Card (H) < C{A/K) [K{H) : . (3) 

Démonstration : Soit L/K une extension finie. Posons 

L' = K (A(L)tors) , H = A(L')tors et pour tout premier i, = A(L')tors [^°°] • 

Vérifions tout d'abord que est stable par Ga\{K / K) : si cr ë Gdl{K / K) et a: G Hi, alors 
c{x) G A[£°°]. Par ailleurs A étant de type CM, les extensions engendrées par des points de 
torsion sont galoisiennes sur K d'après le lemme 16.11 (quitte à avoir au départ remplacé, ce que 
l'on suppose ici, K par une extension finie K' ne dépendant que de A). Or K{He) C L', donc 
a{x) G A{L') r\A[£°°] = Hg. On peut donc appliquer l'hypotlicse de l'énoncé aux groupes Hi pour 
tout premier t : 

En notant Lû{n) le nombre de nombre premiers divisant n, il vient 

|A(L)tors| - |A(i')tors| = l^^l = H l^^l ^ C(A/if D \{[K{H,) : (4) 



En effet, sur la définition de L' on voit immédiatement que A(L)tors — A(i')tors- Par ailleurs, une 
estimation classique de u;(n) est la suivante {cf. par exemple [37^ p. 85 § 5.3) : uj{n) <^ logiogrt • 
L'inégalité ^ peut donc se réécrire 

|A(L)t„,3|i-TH^™TO < l[[K{He) : K^^^l 

e 

Or Hi = A{L')[e°°]. Si pour tout entier M > 1, si on note A{L')[M] la partie de M-torsion de 
A{K) rationnelle sur le corps L' , et dL'{M) ~ [K{A{L')[ÀI]) : K], alors par la théorie de Serre- Tate 
[32], on sait que l'extension K{A{L')[M])/ K ne peut être ramifiée qu'en des places au-dessus de 
premiers divisant M. Ainsi si m et M sont premiers entre eux, alors K{A{L')[m])r\K{A{L')[M]) C 
K' 011 K' est le corps de classes de Hilbert de K (rappelons, cf. par exemple |3^ p. 118 Example 
3.3, que par définition le corps de classes de Hilbert de K est la plus grande extension abélienne de 
K partout non ramifiée). En remplaçant K par son corps de classes de Hilbert on obtient ainsi : 
la fonction 

M ^ dL'{M) 

est multiplicative au sens arithmétique. On en déduit 

|A(L)t„3|i-Ts?™ÏTibj < [K{H) : if]"'-^) < [L' : K]"^'^'^ < [L : i^]"^^^ 

Ceci conclut. □ 
Dans le paragraphe [7] suivant, nous donnons une preuve de l'inégalité ([3]). 
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7 Le théorème 11.101 : cas de la £°°-torsion 



7.1 Un résultat préliminaire 

Le résultat principal de cette section est la proposition 17.41 

7.1.1 Préliminaires 

Lemme 7.1 Soient IK un corps, G/K un groupe algébrique, V un M^-espace vectoriel non nul de 
dimension finie et p : G ^ GLy une représentation telle que p : G(]K) — > Gh(V) est irréductible. 
Soit Q un sous-groupe abstrait de G{K.), Zariski dense dans G. Alors la représentation 

P\g-Q^ GL(y) 

est irréductible. 

Démonstration : Soit W ^ {0} un sous-K-espace vectoriel de V stable par p\g. Notons Gw le 
stabilisateur de W dans G {i.e. le foncteur défini par Gw{R) ■= {g G G{R) \ p{g){W ®k R) = 
WC^kR}) ■ c'est un sous-groupe algébrique de G/K. Par hypothèse, G C GwO^), donc par densité 
de G dans G, on en déduit que Gw = G. Ainsi W est stable par la représentation p : G(K) 
GL{V), donc par irréductibilité de cette dernière, W — V. □ 

Reprenons les notations des paragraphes précédents. Soit £ un nombre premier. Le tore T/Q opère 
fidèlement sur V par la représentation p. On note comme précédemment / — {xl^ ■ ■ ■ iX2g} les 
poids du tore, i.e. les caractères diagonalisant l'action de T sur Vq. 

Si X G / nous noterons cri(x) = W, . . . , (Tt^ (x) les diiïérents plongements de corps de 

définition de x sur Q^, dans Qi. Sur Qg, on peut décomposer la représentation 

r(Q,) ^ GL{Ve) 

en une somme de représentations irréductibles, chacune se décomposant à nouveau sur en 

où X ainsi que ses conjugués sont des éléments de /. Par le lemme ITTTj précédent 

(appliqué avec K = Q^, G = T et G = Gi), cette décomposition en irréductibles correspond 
également à la décomposition en irréductibles de la représentation restreinte 

: G, C r(Q,) ^ GL(y,) 
correspondant à la représentation ^-adique pi. 

Etant donné un caractère x G -^7 nous noterons p^^ (et le Q^-espace vectoriel correspondant) 
la sous-représentation irréductible de (ou de manière équivalente p\i) dans laquelle apparaît 
X quand on étend les scalaires à Q^. Le nombre t^ est la dimension de sur Q^. Les caractères 
X étant deux à deux distincts, les sous-représentations sont uniquement déterminées. On note 
alors 

Tx^V^r^UA). 

Si X G V^, on a : Ê T(Q£), p{t)x — Px{t)x. De plus la représentation pj^ (définie sur Ge — Iin{pe)) 
est en fait à valeur dans Aut(r^(A)). En particuher, pour tout t G Gg, p{t) laisse stable Ti{A) et 
donc Px{t) laisse stable T^. 

On a la décomposition Vg = V^^' donc en posant = on obtient un réseau de Vg qui est 
un sous-réseau de T£{A) . En prolongeant (pour t G T{Qe)) Px{t) à Vf par Px{t)x = si x est dans 
V^' pour x' non conjugué à Xi on a 

G Gi, Va; G T, Px{t)x eT^ClT. 
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Lemme 7.2 L'inclusion T C Ti{A) est de conoyau d'indice borné indépendamment de l. 

Démonstration : Rappelons tout d'abord que le module Tgi^A) provient de Z : en effet on a Tgi^A) — 
Hi(A(C),Z) (c/. [TT] 15.1 (a)). Les 2g caractères x sont tous définis sur une extension finie 

Q(J) de Q. Donc la décomposition de (et donc de p\i) en irréductibles selon les est en 
fait déjà valable sur une sous-extension L de Q(/), contenue dans ; les provenant de la 
décomposition en irréductibles àeVh = V (8)q L par extension des scalaires à Q^. 11 n'y a qu'un 
nombre fini de sous-Q-extensions contenues dans Q(/). Pour i variable, les décompositions de p|f 
en irréductibles proviennent donc d'un nombre fini de décompositions. Ceci montre en particulier 
que pour ^ assez grand T = Tg{A). □ 

Nous noterons dans la suite £o un premier tel que si £ > £o, alors Ti{A) = T et nous noterons no 
un entier tel que pour tout premier £, on a £"''Ti{A) C T. 

Faisons quelques remarques sur T et les (les points 1. et 2. découlant de ce que T — QT^) : 

1. Soit m > 1. On a Tx/Tx n £"'T = Tji"'T^. 

2. Soit TO > 1. On a T/£"^T ^^T^/£"^T^. 

3. Soit n > m > 1. On a un isomorphisme 



donnée par x ^ £ "^x 
4. Enfin on a de même, pour n > m > 1 : 

la dernière inclusion étant due au point 3 ; et de même pour T et pour Tg{A). 
7.1.2 La proposition 

Soit H un sous-groupe fini non trivial de yl[^°°] stable par Galois (donc par p\() et d'exposant 
Nous allons décomposer H selon les sous- représentations p^. Par définition n > 1 est le plus petit 
entier tel que H C Si m > 1, notons 



: Tt{A)/rTt{A) ^ r/£™T, x 



r«a; si l<£o 
X si £> £o. 



Notons que si £ > £o, l'application jm n'est autre que l'identité sur A[£"^]. Un premier £ quelconque 
étant fixé, nous allons travailler avec j„(iî) plutôt qu'avec H. Les remarques précédentes entraînent 
que jn{H) ~ jm{H) pour m > n. On renote H' ce groupe. Il est stable par p^i et \H'\ »<C |iî|, 
;2><C signifiant comparable à des constantes indépendantes de ^ et n près. 

Notons pour tout entier m > 1, 7r„i : T T/£"^T la projection canonique. On définit 
H' 7T-\H'), ■■= H' n V^, et Hp^ := MlÇj. 

Les Hp^ sont inclus dans H' et leur somme est directe. De plus, par définition on a bien le 
découpage voulu : 

Hp^ ={xeH' \yte Gi, p{t)x = p^{t)x] . 

Définition 7.3 Nous noterons dans la suite n^^ l'entier tel que ^"'^ est l'exposant de Hp^ pour 
tout X ^ I- 
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Proposition 7.4 Le Zi-module H' est, à un indice fini borné indépendamment de i près, la 
somme directe des Hp^ correspondant aux différentes sous-représentations irréductibles de 
Il en est de même pour l'inclusion ^Hp^ C H'. De plus, il existe ii premier et ni G N* 
( indépendants de H) tels que chaque Hp^ est, en tant que groupe, de la forme suivante : 

sie>h alors Hp^ - (Z/£"^Z)*^ , (5) 

et, 

sii<£i et, SI > ni, alors Hp^ ~ Y[ Z/r^^'^'Z (6) 
où pour tout i, < ri < ni. 



Avant d'aborder la preuve proprement dite, nous commençons par trois lemmes. Les deux premiers 
seront utilisés pour prouver la première assertion concernant la décomposition en somme directe ; 
le dernier nous servira à prouver l'affirmation concernant le cardinal des Hp^ pour les petits i. 

On sait par le théorème l2. 61 qu'il existe une constante c G N* telle que 

premier, |T(Zf)/Gf| divisée. 



Lemme 7.5 II existe t G T(Q) tel que discp(t^) 7^ 0. 

Démonstration : Notons A la sous-variété de T/Q définie par dise/? — 0. C'est une sous-variété 
stricte de T (par exemple en passant sur Q, on voit que Aq est une réunion finie d'hypersurfaces, 
car les caractères x sont deux à deux distincts). Par ailleurs, l'ensemble T(Q) est Zariski-dense 
dans T, donc il en est de même pour l'ensemble {f^ G T(Q) | t G T(Q)}. On peut donc trouver 
un t comme annoncé. □ 

Nous fixons dans la suite to un élément de T(Q) fourni par le lemme 17.51 

Remarque 7.6 Notons que étant déffiii sur Q, il existe un premier £2 tel que 

y£ > £2 premier , e T(Zf). 

En particulier, pour tout premier £ > £2 on a, tg ^ Gi. 



Lemme 7.7 Le premier £ étant fixé, il existe tg G Ge tel que discp{tf ) ^ 0. 

Démonstration : C'est la même que précédemment en travaillant sur Qe plutôt que sur Q et en 
utilisant la densité de dans T xq Q^. □ 



Lemme 7.8 Soient £ un nombre premier, X un Qi-espace vectoriel de dimension finie d > 1, G 
un groupe (abstrait) abélien et a : G ^ GL(X) une représentation linéaire irréductible. Soit enfin 
R un réseau de X (i.e. un sous Zi-module de X tel que X = R (Je) stable par a. Il existe 
Cl > (dépendant de £) tel que Vn G N*, Vx G R/P'-R d'ordre on a : 

\R/£"R\ = P"^ > Card(< G-x>)> cif"^, 

où < G ■ X > est le sous-groupe de R/£^R engendré par les a{g){x) pour g E G. 

Démonstration : Pour tout entier n > 1, notons 7r„ : iî ^ R/£^R la réduction modulo 
Supposons par l'absurde le résultat faux : il existe une suite {xk) G R/£^^R d'éléments d'ordre 
P^" telle que 

1 — 7^ r ^ (7) 

\<G ■Xk>\ 
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Pour tout entier k, notons Sk :— Tr,^^{< G-Xn^. >). La suite {Sk) est une suite de sous-Zf-modules 
de R stables par a. Ecrivons la décomposition de 5*^ selon les diviseurs élémentaires : 

d 
i=l 

avec ni{k) < ... < nd{k) et, pour tout i, (. \ ei{k) (si pour un fco l'un des ei(fco) — 0, alors 
Sko est un sous-espace vectoriel strict non nul de X, stable par cr, ce qui est impossible 

par irréductibilité : on suppose donc que tous les ei{k) sont non nuls). S'agissant d'entiers positifs, 
quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer (et on le fait) que les suites {ni{k))k>i sont 
croissantes pour tout i. De plus, comme est d'ordre l'^'' dans R/£"-''R, on voit que ni{k) = 
pour tout k. On a 

\<G-x>\^ Card(7r„,(5fc)) = ^"'"""'^"^ 

i=l 

OÙ 1 < j{k) < d est le plus petit entier tel que nj(^k)+i{k) > nk (et oii l'on pose nd+i{k) — +oo 
pour tout k). 

Si la suite (rid(fc))fc>i ne tendait pas vers +oo, alors elle serait bornée (et donc il en serait de même 
des suites {ni{k)) < {nd{k))) : 

3too > 1 Vfc > 1, VI < i < d, ni{k) < toq- 

Ainsi, si k est assez grand on aurait Uk > rriç, > nd{k). Notamment, pour k assez grand on aurait 
j(fc) = d et, 

< G • 2; > I = £"'''^^5Zi'=i > £dnk-dmo 

Ceci contredit donc la suite {nd{k)) tend vers +oo. Par ailleurs, les suite {ni{k)) sont station- 
naires ou tendent vers +oo (et (ni) est stationnaire et {nd) tend vers -l-oo). Notons a G {1, . . . , d—1} 
le plus petit entier tel que la suite («a+i) ^ +oo. Comme (ni) < • • • < {ud), on a donc : pour 
1 < î < a, la suite (n^) est stationnaire de limite notée n^, et, pour i > a + 1, (n^) +oo. 

Pour tout entier fc > 1, notons Bk — {ei(fc), . . . , ed(fc)}- La suite {Bk) est une suite de bases de R. 
Par compacité on en extrait une sous-suite convergente de limite B := {ei, . . . , e^}. Posons 

a 
i=l 

Si S est stable par a, alors, comme S ^Zj. est non nul et de dimension majorée par a avec 
1 < a < rf, on pourra conclure par l'absurde grâce à l'irréductibilité de a. Reste à voir que S est 
stable par a. Pour cela, il suffit de voir que pour tout entier n > 1, la projection 7r„(S') est stable. 
Soit donc n > 1. Nous allons montrer que pour k assez grand, 

7''ri(>5') = 7r„(S'fc). 

Ceci permettra de conclure car Sk est stable par cr. 

Par stationnarité, il existe fco tel que Wk > ko, ni{k) = n^ pour tout i G {1, . . . , a}. De plus il existe 
kain) > fco tel que Vfc > kçj^n), nd{k) > . . . > na+i(fc) > n. Enfin, pour tout i G {1, . . . la 
suite (7r„(ei(fc)))fc>i est une suite convergente d'éléments de l'ensemble fini R/£"R. Elle est donc 
stationnaire. Donc il existe fci(n) > fco(n) tel que Vfc > fci(n), 7r„(ei(fc)) = 7r„(ei) pour tout i. De 
ceci, on déduit que si fc > fci(n), on a 7r„(S') = 7r„(S'fc). Avec ce qui précède, ceci conclut. □ 

Démonstration de la proposition 17.41 Commençons par prouver la première assertion. La 
seconde (concernant ® -ffp^ C H') s'en déduit immédiatement. 11 restera ensuite encore à vérifier 
l'inégalité numérique sur le cardinal des Hp^ . 

Considérons la représentation : Gg C T{Qg) GL(V^). Comme déjà expliqué, la décomposition 
en irréductibles de p|£ est la même que celle de pq^ (il s'agit du lemme rTÏ]) . Notons Ve = 0[^i Vg^i 
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cette décomposition en irréductibles sur et notons pr^ ^ : Ve Vu les projecteurs correspon- 
dants. Nous noterons également encore pr^ ^ les endomorphismes de Ve obtenus par composition 

avec l'inclusion Vi^i C Vi. Soit x G H'. On a x = X]i=i P^i i(^) ^'^^c pr^ j(a;) G Vi^i. Par définition 
des Hp^, il nous suffit donc juste de montrer que pr^ appartient à H' (au moins pourvu que 
£ soit assez grand, et, si £ est petit, que cette décomposition vaut quitte à multiplier au départ x 
par une constante M). Le Z^-module H' étant stable par il suffit pour cela de montrer que 
pr^ j est un polynôme, à coefficients dans Z^, en p{t) pour t G Gi convenable. 

On a déjà dit dans la preuve du lemme 17.21 que, pq^ provenant de p : T — > GLy par extension 
des scalaires à Q^, la décomposition en irréductible de pq^, est déjà valable sur une extension finie 
L/Q incluse dans Q{I) ; les Vy^ provenant de la décomposition en irréductibles de Vl = V (8)q L 
par extension des scalaires à Q^. Il n'y a qu'un nombre fini de sous-Q-extensions contenues dans 
Q(/) (et lorsque £ varie, les décompositions de p\i en irréductibles proviennent donc d'un nombre 
fini de décompositions). Notons Vl = Vi la décomposition en irréductibles selon p, et, pour 

i compris entre 1 et r, notons pr, : Vl —>■ Vi les projecteurs correspondants. Nous noterons encore 
prj les endomorphismes de Vl obtenus par composition avec l'inclusion Vi C Vl- Comme pour les 
14. i, les pr^ j sont définis à partir des pr^ par extension des scalaires de L h Qf . 

Fait : Vé G r(L), pr, o p{t) - p{t) o pr,. 
En effet, si y G Vl, on a 

prz{p{t)y) = pr» j pr» (^^P3{t)y}j = Pt{t)yt = Pt{t)p^t{y) = p{t)pr.^{y). 

Rappelons un résultat d'algèbre linéaire : sur un corps IK toute matrice appartenant au commu- 
tant d'une matrice donnée N est un polynôme en à coefficients dans K si et seulement si les 
polynômes caractéristique et minimal de N sont égaux. Dans notre situation, pour tout i, p{t) est 
diagonalisable sur Q. Donc si pour un t G T{L) on a discp(t) 7^ alors les pr^ sont des polynômes 
à coefficients dans L en p{t). Or le lemme [7751 et la remarque 7.6 nous fournissent un premier £2 
et un to G T(Q) tels que 

si ^ > £2, alors Iq g Ge, et de plus on a disc(p(t§)) ^ 0. 

Donc prj est un polynôme à coefficients dans L en p(io)- Notamment il existe un premier £3 > £2 
tel que : si ^ > £3, alors pr^ j est un polynôme à coefficients en p(ig) (le premier £3 dépend 
a priori de pr^ donc du £ fixé au début de la section, mais comme il n'y a qu'un nombre fini de 
décompositions possibles lorsque £ varie, on peut en fait prendre pour £3 une valeur indépendante 
de £). Comme G Gi ceci conclut : si ^ > £3, alors H' est la somme directe des Hp^. Si £ < £3, 
alors on applique le lemme 17.71 en lieu et place du lemme 17.51 (en travaillant directement sur Qi 
plutôt que sur L) et on obtient que pr^ ^ est un polynôme à coefficients dans Qi en p{te). Il existe 
donc une constante M G Z telle que Mpr^ ^ G 'Z^[p{ti)] (là encore M est a priori dépendante de 
£ mais comme £ < £3 on peut évidemment choisir M indépendante de £) . Donc AI pr^ j (x) G i/ et 
donc MH G ^ Hp^ . Ceci prouve donc la première assertion. 

Déterminons maintenant la forme de Hp^. En tant que groupe, Hp^ est un produit de Z/^'^Z 
comportant au plus facteurs et avec des m < n^. L'assertion est donc une question de cardinalité. 

Rappelons que si > £0, alors T = T{(A). Il existe £1 > £0 premier tel que pour tout premier 
£ > £1, la décomposition p|£ ~ Pi reste irréductible sur F^. En effet, soit p^ l'une des sous- 

représentations irréductibles sur considérées. Elle se diagonalise sur selon l'ensemble des 
caractères E = {x'^ \ u G Gal(Q£/Q^)}. La représentation p^ mod £ se diagonalise sur selon 
E = I o G Gal(F^/F£)}. Dire que p^ mod £ reste irréductible sur F^ correspond donc à dire 
que E ne se décompose pas en plusieurs orbites sous l'action de Gal(F£/F^). Comme E forme une 
unique orbite on en déduit qu'il en est de même pour E pour tout £ suffisamment grand. Ceci va 
nous permettre de déterminer la forme de Hp^ . 
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Commençons par le cas des £ < £i et fixons x- Le lemme [7751 appliqué avec G = Gi, X = de 
dimension t^, R = et a = : — > GL{V-^) donne le résultat annoncé (en prenant un point 
X G Hp^ d'ordre maximal 

Passons au cas £ > ii- En réduisant modulo £H' on voit, par irréductibilité et cardinalité, que 
si Hp^ n'est pas le groupe trivial {0}, alors sa réduction modulo £, que nous noterons ici plus 

simplement Hi, est isomorphe à Y[]=i ^/^^- H reste à voir ce qu'il advient quand on passe de Hi 
à Hp . Le groupe Hp contient un élément d'ordre £"^. De plus [t^^~^]Hp est contenu dans Hi 
et est stable par p^g, donc par irréductibilité on voit que [^"^-1] ; ff^^ est surjective. Ceci 

implique que Hp^ est de la forme attendue rii=i Z/^"'^^- D 

Notations Rappelons que dans la suite on note l'entier tel que est l'exposant de Hp^ . 
Par ailleurs, si £ < £i et rz;^ > ni, on notera n""" = minn^^. — et pour unifier les notations on 
notera éventuellement n™" := lorsque £> £i. 

Nous voulons dans la suite montrer une inégalité du type 

\H\ « [K{H) : Xr^^l 

Comme \H\ \H'\ et comme [K{H') : K] < [K{H) : if], on voit qu'il suffit de prouver la même 
assertion avec H' plutôt que H . Précisément nous allons obtenir une majoration du cardinal de 
0JJp^ en fonction de [K{^HpJ : K] < [K{H') : K] < [K[H) : K]. Ceci se traduira donc en la 
même borne, à constante multiplicative près, pour le cardinal de H . 

7.2 Intermède : cas décomposé 

Nous donnons ici la preuve pour les premiers £ tels que les caractères x G ^ sont définis sur 
Q^, i.e. tels que le tore T est scindé sur Qf. Nous supposerons également ^ > où £i est la 
valeur introduite dans la proposition 17.41 précédent. Bien qu'inutile du strict point de vue logique 
la preuve dans cette situation particulière permet d'illustrer le raisonnement dans un cadre plus 
simple, notamment du point de vue des notations. Considérons donc un tel £. La représentation 
p se décompose sur en 2g sous-représentations irréductibles de dimension 1 données par les 
caractères x ^ I- Autrement dit on a p,,. = x- Notamment nous noterons (dans cette section 
uniquement) le groupe noté Hp^ précédemment. On a l'isomorphisme de groupes donné par la 
proposition 17.41 

~ z/r^z. 

Définition 7.9 Nous dirons que le caractère x ^ I intervient dans H si le sous-groupe de H 
correspondant à x est non trivial, i.e. si ^ 0. 

On pose Wh — VectQ(xi, . . . ,Xs) l'espace vectoriel engendré par tous les caractères intervenant 
dans H. A chaque tel caractère x est associé l'entier > 1. On note 

7i(i) = supn;,, Wi = VectQ (x^^A , 

où est un caractère intervenant dans H associé à n^^\ De plus on note 

Ii=lnWi, 6i = Card(/i), Hi = ^ H^. 

On définit alors par récurrence (jusqu'à un rang r tel que Wr = Wh) pour tout entier i > 2 

n« = sup n^, W^^ VectQ (w,-ux^'^) , I^ ^ I nW^, 
xei\h-i ^ ' 
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où x*^'^ est un caractère appartenant à associé à l'entier n^'^\ Par ailleurs, on note 

Vi>2, 5, = Card/j - Card/,_i, H, = ^ H^. 

On note r le plus petit entier i tel que Wi — Wh- 

Par construction, les Wi sont de dimension i et la famille {x*-^-*, . . . , X^^'^} 6st une base de Wh- De 
plus, pour tout i compris entre 1 et r, le cardinal de Hi est majoré par £5I]fe=i Notamment, 
par la proposition 17.41 on a 

<C£^^=i (8) 

Enfin pour tout 1 < i < r, ^fc '^^^ 1*^ nombre de caractères de / appartenant à Wi. Il nous 

reste à estimer le degré de l'extension K{H)/K. Précisément nous voulons montrer que 

^^•=1"*" < : i^]. (9) 

Admettons pour l'instant cette inégalité ([9|) et expliquons comment conclure dans ce cas. Les 
inégalités ([8]) et ([9]) impliquent : 

\H\<s:[K{H):K] . (10) 

On utilise alors le lemme suivant : 

Lemme 7.10 Soient ni > ... > rir, bi, . . . ,br ei wi, . . . , w,- des entiers strictement positifs. On 
a 

1 nibi ■ , hi 

,=1 n,W^ l<k<r Y,t=i Wi 

Démonstration : On pose Ur+i = et on applique une transformation d'Abel à la somme ^ Uibi : 

r+l /r+1 \ ^ / ^ \ ^ / ^ \ 

nibi = i^bij nr+i i'^bk \ {ni - n^+i) = ^ ^ ^fe ("^i - î^i+i) 

i=l I i=l \fc=l / i=l \fc=l / 



On conclut en divisant par le nombre strictement positif '^i'^i- 1^ 

On constate donc finalement que l'exposant maximal obtenu dans l'inégalité pop est atteint quand 
les n^'^ valent tous ou I, i.e. quand H est en fait un sous-groupe de A[i]. De plus dans ce cas, 
un majorant de l'exposant maximal est 

nombre de caractères dans Wi 
i<i<r dim Wi 

Ainsi, cet exposant est inférieur au nombre a{A) précédemment défini, ce qui conclut. 

Il nous reste maintenant à prouver l'inégalité ©. On reprend pour cela ce qui avait été fait dans 
la section [S] Considérons pour cela la tour d'extensions 

K ^ ^ KiHi) ^ ^ K{Hr) ^ K{A[i°°]) 
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Pour tout entier i entre 1 et r, notons Qi :— |(T G | (J\Hi — Id} le groupe de Galois correspondant 
à l'extension K{Hi). On a 

a, = {ct e G, I Vx e h VPx e '^^x = Px) 
= {aeG, |Vxe/« X(a) = l mod T'^} 

C {cr e Gf I Vfc < i x'''' (c^) = 1 mod r } 
= {i e r(Z£) I Vfc < i x^''^(t) = 1 mod r'" } n Gf 
|t e r(Z£) \ 'ik<i x^^\t) = 1 mod I de sorte que C G^ n G^. Ainsi 



On pose Gj 



G, 



a. 



> 



G, 



G,; n Gf 



G,; 



Comme précédemment nous allons maintenant interpréter ce dernier terme comme le cardinal des 
points d'un certain tore. On va montrer par récurrence sur i < r que 

r(z,) 



G, 
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le cas i — r étant la conclusion attendue. Commençons par le cas i = \ : pour cela on pose 
^ kerx'^^ et Ti = T/T^^) . Le groupe des caractères de Ti est engendré par xi et on a 



r(z,) 



Gi 



Ti(Z,) 



{t e ri(Z^) I X^^HO = 1 mod^"<'>} 
X par le théorème de Ribet. 

Ceci prouve pï|) quand i = 1. 

Supposons maintenant l'inégalité vraie au rang i et montrons-la au rang i + 1 < r. On a 



r(z,) 




T(Z,) 




G, 


Gi+i 




G. 


X 


Gi+i 



G. 



» r*'^". On introduit 



En appliquant l'hypothèse de récurrence il suffit donc de montrer que 
pour cela 

Mi > 1 r(''+i' = kerx^'+^Vw ^^'^ ~ ^^'^^^ ^ 

où là encore le groupe des caractères de Ti^^i est engendré par x'*^^''- Comme on l'avait noté 
précédemment ces groupes algébriques sont définis sur par construction, mais étant définis par 
des caractères x ^ 1^ ils sont également définis sur une extension finie de Q. Autrement dit, ils sont 
définis sur une extension finie K de Q, contenue dans Q^. Donc les différentes isogénies sont des 
isogénies sur K. De plus cette extension K/Q est une sous-extension de corps de définition 

des X £ ^- Il n'y a donc qu'un nombre fini de telles extensions IK lorsque £ varie (parmi les premiers 
totalement décomposés) . 

Par construction de T^*', on a 

rW(z,) G,; 



On en déduit 



Gi 




> 


Gi+i 





TW(Z,) 



T«(Zf)nG^ 



i+1 



> 



TW(z^)nGi+i G.+r 



{t e r,+i(z,) I x^'+'Kt) = 1 mod 



^(i+l) 



Ceci conclut la preuve dans le cas décomposé. Il nous reste maintenant à traiter le cas général : la 
preuve est exactement la même à ceci près que nous devons regrouper les caractères x par paquets 
avec les x'^^ f décrivant les plongements de Qeix) dans Qg. De même les tores à considérer seront 
cette fois définis par ker x"^ au lieu de ker x- Nous aurons notamment besoin d'utiliser le lemme 
17.101 avec des Wi non nécessairement tous égaux à 1. 
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7.3 Cas général 

7.3.1 Les objets combinatoires 

Les caractères xi, . . . , X2g sont définis sur Q donc sur une extension L/Q finie. 
Définition 7.11 On dit que le caractère x € / intervient dans H si : 

1. soit i > il et le sous-groupe Hp^ de H correspondant à la représentation est non trivial. 

2. soit £ < £i et le sous-groupe Hp^ de H correspondant à la représentation est d'exposant 

On pose Wh = VectQ(xi, . . . ,Xs) l'espace vectoriel engendré par tous les caractères intervenant 
dans H. Ici et dans la suite on suppose H de cardinal suffisamment grand de sorte que Wh ^ {0} 
(si H est petit il n'y a rien à montrer). A chaque caractère x intervenant dans H est associé l'entier 
n^. Comme au paragraphe 17.21 précédent, mais cette fois en regroupant les caractères conjugués, 
on note 

n(i) = supn^, Wi = VectQ ({x'^'^r^'K ix^'Y'^^'A , 

où x*-^-* est un caractère appartenant à / associé à n*^^^ et oii cri(l), . . . ,(7(^(1) sont les différents 
plongements de Qeix^^"^) dans Q^. De plus on note 

h=lnWi, wi= dïmWi, bi = Gard (h) , Hi ^ ^ Hp^, 

oii la somme porte sur les % G /i modulo l'action de Galois. On extrait de l'ensemble Ii une base 
{(x(i)r(^',...,(x'i^r™i(^^} de Wi. 

Remarque 7.12 Notons que si x S h, alors pour tout plongement a, on a x*^ £ h, l'espace Wi 
étant par construction stable par l'action de Galois. 

On définit alors par récurrence (jusqu'au rang r tel que Wr — Wh) pour tout entier i > 2 
nW= supn^, iy,= VectQ (W,_i,(x(*)r«,...,(x''')"'''^'), h=lnW,, 

011 x^*^ est un caractère appartenant à I\Ii-i, associé à l'entier n^'^ et où ai{i), . . . , <Jti{i) sont les 
différents plongements de Q,i{x^^^) dans Q^. Par ailleurs, on note 

Vi > 2, m, =dimWi -dimWi_i, 6, = Gard/, - Gard/,_i, H, ^ ^ Hp^, 

où la somme porte sur les x G li modulo l'action de Galois. On complète, avec des éléments de li, 
la base de Wi-i (construite par la récurrence) en une base de Wi. On note r le plus petit entier i 
tel que Wi = Wh- 

Finalement quitte à réordonner les termes, et pour soulager les notations, on suppose que 

Vr > i > 1, cri(î) — Id, Xi — et donc Ui :— n^^ — n^*-*. 

Lemme 7.13 La famille {xi, . . . , (xi)"^™^ ■ ■ ■ iXr, ■ ■ ■ , (Xr)"^™' '■'^■'} est une base de Wh - De plus, 
pour tout i compris entre 1 et r, le cardinal de Hi est majoré par 

£El=i fefonfc et est le 

nombre de caractères ( éléments de I) appartenant à Wi . 

Démonstration : Ceci découle de la construction des différents objets et de la proposition 17.41 □ 
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7.3.2 Degré du corps de rationalité 

Nous voulons maintenant minorer le degré de l'extension K{H)/K. Précisément nous voulons 
prouver l'inégalité suivante : 

^Er=i'".". ^ [if(ij) . if]. (12) 

La conclusion suit alors exactement comme au paragraphe 17. 21 de cette inégalité et du lemme lT-lSI 
précédent. En effet, admettons pour l'instant l'inégalité (|12l) . On a donc 

CaïdH < £^'=1 < [K(H) : K] ^Ui . (13) 

On utilise alors le lemmc 17.101 comme on l'avait fait dans le cas décomposé, la seule différence 
étant que les Wi ne sont plus nécessairement tous égaux à 1. On constate finalement que l'exposant 
maximal obtenu dans l'inégalité (|13p est atteint quand les rii valent tous ou 1, i.e. quand H est 
en fait un sous-groupe de A[P\. De plus dans ce cas, un majorant de l'exposant maximal est 

nombre de caractères dans Wi 
i<i<r dim Wi 

Ainsi, cet exposant est inférieur au nombre a{A) précédemment défini, ce qui nous permet de 
conclure la partie ^-adique et donc la preuve de l'inégalité 7 (A) < a{A) du théorème ll.lOI □ 

Il nous reste finalement à prouver l'inégalité (HH). Considérons pour cela la tour d'extensions 

K *- ^ K{Hi) ^ ^ K{Hr) ^ K{A[l°°]) 

Pour tout entier i entre 1 et r, notons Qi :— {ct G | (7\Hi — Id} le groupe de Galois correspondant 
à l'extension K{Hi). 

Lemme 7.14 On a l'inclusion 

i 

Q. c G, n fl {é e r(z,) | Vj e [i, t^l xV^'\t) = 1 mod r"'"} =: G, n G,. 
fc=i 

Démonstration : En utilisant les notations du paragraphe précédent, on a 

a,; = {teG,|Vxe/„ yPeHp^, p^{t)P = P] 

c {i e Gf I VI < fc < i , VPkEHp^^, p^, {t)Pk = Pk } 

C |i e Gf I VI < fc < i, pxfc (0 = 1 mod 

i 

^G,c^Ç][teT{z,)\y] eliMl x^^^'^W = i modr"'"}. 
fe=i 



La dernière égalité découle du fait que par construction, la représentation est équivalente à 
(Xk \ 

sur Q^. Ceci conclut. □ 
Ainsi 

yi (Ji I I (-T£ Gri 
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Comme précédemment nous allons maintenant interpréter ce dernier terme comme le cardinal des 
points d'un certain tore. Précisément nous allons montrer par récurrence que 

^ £Ei=i"r°»f=, (14) 

L'inégalité en découle alors avec i = r (en fait il reste encore à voir que l'on peut remplacer 
les entier nf" par les n.i ; mais ceci est immédiat, car on sait qu'il existe deux constantes absolues 
il, ni telles que pour tout £ > £i, n™™ — rii, et que pour les £ < £i en nombre fini restants, on a 
n™'" >ni-ni). 

Pour montrer l'inégalité (|14p considérons pour tout entier i compris entre 1 et r, 

U+i 

T(") T, et > T^'+i) = f| ker {x-+i^''') et T^') ^ t(''+i' x T.+i. 

k=l '"^ ' 

OÙ pour î > 1 le groupe des caractères de Ti est Xi = (T^*))-'- = {x G X*(r(*"^)) | T^*) C kerx} • 

Ces tores sont définis sur Qi par construction, mais étant définis par les caractères Xi, ils sont 
également définis sur une extension finie de Q. Autrement dit, ces tores sont définis sur une 
extension finie IK de Q, contenue dans Q(. De plus cette extension est une sous-extension de L, 
corps de définition des x G /. Il n'y a donc qu'un nombre fini de telles extensions K lorsque £ varie. 

Lemme 7.15 Pour tout i compris entre 1 et r le tore Ti est de dimension Wi. 

Démonstration : Le groupe des caractères de Ti est Xi et par construction, est engendré par 

les caractères Xi''^^'' pour k variant entre 1 et ti. La dimension de Ti est donc dim Wi — dim Wi_i = 

Wi. □ 

Nous pouvons maintenant prouver l'inégalité (|14p par récurrence sur i < r. Vérifions tout d'abord 
la propriété au rang i — 1 : par construction de Ti et comme dans le cas décomposé, on a 

Ti(i + r"'"z^) 

Le théorème 12.111 permet de conclure : 

Le passage du rang i au rang i + 1 est exactement le même que dans le cas décomposé traité au 
paragraphe [7?2l Notons que les différentes constantes intervenant dans les inégalités ^ dépendent 
du corps K, mais on a vu que lorsque £ varie, seul un nombre fini de tels K interviennent, donc on 
peut bien choisir dans les 3> des constantes multiplicatives indépendantes de £. 

8 Les cas particuliers 

Nous allons traiter deux types de cas particuliers : certains cas particuliers de variétés abéliennes 
de type CM d'une part et le cas des courbes elliptiques sans multiplication complexe d'autre part. 

8.1 Cas particuliers pour des variétés abéliennes de type CM 

On rappelle en suivant Kubota [6j , qu'une variété abélienne de type CM est de type non dégénéré 
si d = g + 1, avec g = dim ^ et d = dim T où T est le groupe de Mumford-Tate de A. 

Définition 8.1 Avec les notations précédentes en suivant Kubota [6], on dit qu'une variété 
abélienne de type CM est de défaut 5 si 

ô ^ g + l-d. 



VI < i < r. 



G. 



r(z,) 



Gi 
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Comme précédemment, on note Xi,.--,X2g les caractères diagonalisant l'action de T sur Vq. 
Quitte à les renuméroter, on peut regrouper ces caractères par deux de sorte que 

Xl + Xg+l = ■ ■ ■ = Xg + X2g -■ Xo- 

Ceci découle par exemple de |5j I Example 3.7 point (d) p. 47. De fait Deligne donne l'énoncé 
dual pour le groupe des cocaractères, mais la traduction est immédiate. Il faut également faire 
attention au fait que sa définition du groupe de Mumford-Tate est très légèrement différente de la 
nôtre, ce qui fait apparaître un cocaractère bq qui n'a pas lieu d'être avec nos conventions. 

Dans le cas non dégénéré, ces relations sont les seules relations de dépendance linéaire. Par ailleurs, 
étant donné un sous-Q-espace vectoriel W non nul de X*{T) ^ Q, on introduit deux notations 

Iw = [i^ {l,-.-,9}\Xt^W OMXg+^eW}, ct m{W) ^ \Iw\ ■ 

Lemme 8.2 Si A/K est de type non dégénéré, alors 
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a 



{A) - . 



Démonstration : On distingue deux cas : 

1. Si Xo ^ alors n{W) = m{W) où l'on rappelle que n{W) est le nombre de caractères, 
parmi les Xi, . . . ,X2g, appartenant à W. De plus dimVF > m{W), donc dans ce cas on a 



même < 1< 2s 

même ^jj^^^j^ ^ i ^ ^ . 



2. Sinon xo G W . Dans ce cas, on voit que n{W) = 2m{W) et dim VF > m{W) + 1. En utilisant 
la croissance de la fonction x i~> -^tt, on a donc 

n{W) ^ 2m{W) ^ 2g _ 2g 



dimW ~ m{W) + 1 ~ .g + 1 d 

Ceci conclut. □ 

De même qu'il est facile de traiter le cas des variétés abéliennes de type non dégénéré, il est facile 
de traiter le cas des variétés abéliennes de défaut S = 1. 



Lemme 8.3 Si A/K est de défaut 1, alors 

Démonstration : Notons que s\W = X*{T) ® Q, alors = ^ = 2. Soit maintenant W un 

sous-espace vectoriel non nul strict de X*{T) (8)Q. Comme dans le lemme précédent, on distingue 
deux cas. 

1. Si Xo ^ alors n{W) = m{W) et dimW^ > m{W) — 1. Le quotient est donc inférieur à 2. 

2. Sinon xo G W. Dans ce cas n{W) — 2m{W) et dimVF > m{W). Là encore, le quotient est 
inférieur à 2, ce qui conclut. □ 

Nous pouvons maintenant passer à la preuve de la proposition 11.181 : notons tout d'abord qu'il 
suffit en fait de montrer la majoration de a{A). L'égalité découle alors de notre théorème 11. 101 et 
de l'inégalité ([T]). Ceci étant, si la dimension g est un nombre premier ou 1, alors le type est non 
dégénéré et donc le lemme l8^ permet de conclure. Il reste à traiter le cas des variétés abéliennes 
simples de dimension 4 ou 6. 

1. Si 5 =: 4, on sait par la remarque [T] que la dimension d du groupe de Mumford-Tate est 
comprise entre 2 -|- log2(4) = 4 et 4-1-1 = 5. Si d = 5 le type est non dégénéré et si d = 4 la 
variété est de défaut 5 = 1. Là encore les deux lemmes précédents permettent de conclure. 
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2. Si g = 6, l'encadrement précédent vaut toujours : d est compris entre 4 < 2 + log2(6) et 
6 + 1 = 7. Comme précédemment toujours, si g = 7 ou si <? = 6, les lemmes 18.21 et 18.31 
précédents permettent de conclure. Il reste le cas où d = 5. Dans ce cas, par définition 
a{A) = sup g^^^F oii le sup porte sur les sous-espaces vectoriels non nuls de X*{T) ® Q. 
En prenant pour W l'espace tout entier on constate que a{A) > ^ > 2. Par ailleurs, si W 
est un sous-espace strict de X*{T) ® Q, sa dimension est inférieure à 4. Le corollaire 14.31 du 
paragraphe m nous indique que n{W) < 2^"-^ = 8. Ainsi on a gjj^^ < | = 2 < Ceci 
prouve bien que a{ A) = ^ et achève la preuve de la proposition 11 . 1 8l □ 

8.2 Cas d'une courbe elliptique sans multiplication complexe 

Soit E/K une courbe elliptique sans multiplication complexe. Comme précédemment, on peut, 
en utilisant l'indépendance algébrique des représentations ^-adiques pe {cf. ^7} théorème 3), se 
ramener au cas £-adique : on se donne un groupe fini H inclus dans E[£°°] pour un certain premier 
i. La courbe E/K étant sans multiplication complexe, on sait par un résultat de Serre (théorème 
3 et son corollaire 1 de [S^ p. 299-300) que pour presque tout premier £, on a 

Ge = GL2(Z,). 

Ainsi au vu de ce que l'on veut montrer, on peut supposer que Ge = Gh2{1^e)- Le groupe H est 
de la forme 

H = (Pi) ® (P2) ^ z/r^z X z/r^z. 

Par ailleurs, le groupe de Galois associé, Gh, tel que [G^ : Gh] = [K{H) : K] est défini par 

Gh = {<y eGe / an = M//}. 

On se donne une base de Ti{E), {^1,^2} telle que Pi = Pi mod pour i G {1,2}. On a ainsi 
l'identification 

= |cr e GL2(Z^) I Vi e {1,2} aP^ = P^ mod r-j. 
On peut encore réécrire ceci sous la forme 

^^""{(c e GL2(Zf) / a-1 =c = modri mod f 

Sur cette dernière écriture, on voit qu'il existe deux constantes absolues Ci et C2 strictement 
positives telles que 

[Ge : Gh] ^ 

Le groupe iî étant précisément de cardinal ^"i+"2^ gg^j permet de conclure. □ 
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